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1. Formalny systém (FS) a dokaz vo formalnom systéme

Def.1.1 (Formalny systém)
Formalny systém je tvoreny troma zlozkami:
1. Jazyk. Z jeho symbolov st vytvarame kone¢né postupnosti, nazyvané formuly a termy.
2. Axiomy. Formuly, ktoré pokladame za pravdivé tvrdenia bez potreby ich platnost’ dokazovat’.
3. Odvodzovacie pravidia. Syntaktické pravidla, ktoré umoziuja z jednej alebo viacej formal vytvorit’
d’alsie odvodené formuly.

Def.1.2 (Dokaz vo formalnom systéme)

Dékazom formuly A=A, vo formalnom systéme F volame kone¢nt postupnost formul Ay, Aj ... 4, ak
0 kazdej A, i€l..k plati, ze
a) Ajje axioma form. systému, alebo

b) A:o, A:l, A,Ym |—PAi, tzn. A je zaver podla nejakého pravidla P systému F a premis Ao, A, ... 4 p, kde
Ao Ay ... Ay st spomedzi formul Ao, Ay, ... 4j, J<i, alebo st axiémami formélneho systému.
Pocet ¢lenov postupnosti sa nazyva dlzka dokazu.

Def.1.3 (Teoréma formalneho systému)
Formula A je teorémou formalneho systému F, ak existuje jej dokaz v F. TieZ hovorime, Ze A je dokazatePna,
resp. je odvoditePna vo formalnom systéme a zapisujeme to ako |—A.

2. Formalny systém vyrokovej logiky (VL)

Vyrokova logika je logika, kde formuly su vytvarané z atomickych, elementdirnych formuil a logickych spojok.
O vnutornej Struktire elementarnych forml, tiez nazyvanych atomy, nevieme ni¢, okrem toho, Ze ich vieme
rozpoznat' a rozliSit, pripadne urcit ich pravdivost’ resp. nepravdivost. Kazdy atom je pravdivy alebo
nepravdivy. Ako kazdy formalny systém aj systém vyrokovej logiky pozostava z jazyka, axiom a odvodzovacich
pravidiel. Pre vyrokovu logiku existuje viacero systémov, lisiacich sa prvkami jazyka, a po¢tom a formou axiom
a odvodzovacich pravidiel. Podobné je to aj u inych logik.

Tu si uvedieme jeden konkrétny formalny systém vyrokovej logiky.

Def.2.1 (Syntax jazyka VL)
Jazyk L(P) vyrokovej logiky nad neprazdnou mnozinou P atomickych formul obsahuje logické formuly
zostavené podl'a nasledujucich pravidiel

1. Kazda formula A z P je logicka formula

2. Ak aap salogické formuly, potom aj —a, anp, avp, a =, a<>p, (o) st logické formuly.

Symboly — (resp. ), A (resp. &), — (resp. ©,=) a <> (resp. <) sa nazyvaju propozicionalne spojky, resp.
symboly vyrokovych funkcii, resp. propozicionalne funkcie.

Okrem syntaxe pre jazyk definujeme aj sémantiku, tzn. vyznam. V pripade formul vyrokovej logiky na to
vyuzivame funkciu nazyvani pravdivostné ochodnotenie.

Def.2.2 (Sémantika VL)
Pravdivostné ohodnotenie atomickych formul jazyka L(P) je kazdé zobrazenie V:P — {t,f}, ktoré kazdej
formule p z P priradi hodnotu t (pravda) alebo hodnotu f (pravda).
Pravdivostné ohodnotenie logickych formiil jazyka L(P) je kazdé zobrazenie v :L(P) — {t.f}, definované
nasledovne:

e V(a)=Vv(a)akajezP.

. _|takvi(a)=f
Ve _{f inak
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. V*(avﬂ):{f_akv*(a)zv*(ﬂ)zf
tinak
o V(=a)==V(a)
o V(avB) =VW ()
. V*(a/\B) =v ga) AV (*B) X X
o« V(aoP) =V @V B) VW)
o V(aop) =V ()ev (B) =V (man—p) vV (anp)

Def.2.3(Logické axiomy a pravidla formalneho systému VL)

Logické axiomy:
(9] —AVA - propozicionalna axioma

Logické pravidla:

(ex) A=(AvB) - pravidlo expanzie (znamena ,,z A odvod’ AvB®)
(sh) (AVA) =A - pravidlo kratenia

(as) Av(BvC) = (AvB)vC - pravidlo asociativnosti

(cu) AvB, -AvC = BvC - pravidlo rezu

3. Klasifikacia formul. Tautolégie a dokazatel’nost’.

Def.3.1 (Klasifikacia forml)

Formula A je vidy pravdiva (tautolégia) ak plati, e V'(A) =t pre lubovolné pravdivostné ohodnotenie v.
Zapisujeme FA .

Formula A je splnitePna ak plati, 7e v (A) =t pre aspoii jedno pravdivostné ohodnotenie v.

Formula A je nesplniteP’na (totalne nepravdiva) Ze v’ (A) = f pre l'ubovolné pravdivostné ohodnotenie v.

Def. 3.2 (Tautologicky dosledok ,Tautologia)
Formula B je tautologicky désledok formul A;, ... A, prave vtedy, ak Vv (B)=t pre kazdé pravdivostné
ohodnotenie v, pre ktoré plati: v (A)=t, i=1...n.

Formula A je tautologia prave vtedy, ak je tautologickym désledkom prazdnej mnoziny formul. Tzn. A je
pravdiva pri akomkol'vek ohodnoteni.

Veta 1 (Veta o tautologii)
Ak B je tautologicky dosledok formal Ay, ... A, a |—A1, ey |—An, potom |-B.

Veta 2 (Dosledok vety 1):
Kazda tautologia je teorémou ( |-A prave vtedy ak |=A)

Veta 3
Ak FA,, ..., FA a | (A1 ... 5A,—B), potom |B.

4. Varianty vety o tautologii
Pri dokazoch je mozné pouzit’ aj nasledujuce teorémy:

() Ak |-A<—>B potom |-A = |-B

@iy Ak |-A—>B a |-B—>C potom |-A—>C

(iiiy Ak FAoBa | B«C potom | A<C
(iv) AAB prave vtedy ak |—A a |—B

(v) A<>B prave vtedy ak |— A—>Ba |—B—>A
(vi) | A—>B prave vtedy ak | —B — —A
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5. Vlastnosti Boolovej algebry
Vo vyrokovej logike mozno formuly previest’ na ekvivalentné vyrazy v Boolovej algebre a tie pomocou nizsie
uvedenych vlastnosti redukovat’ na konstantny vyraz ,,1%.

Vybrané vlastnosti Boolovej algebry:

a) X+X=1, xX=0 - inverzny prvok

b) 0+x=x, 1.x=x — neutralny prvok/*

c) a+(b.c) = (a+h).(a+c), a.(b+c)=(a.b) +( a.c) - distributivnost’
1. x+1=1 x.0=0

2. X+(y+z2)=(X+y)+z x.(y.2) =(x.y).z

3. X+Xy=X+Yy X.(X+Yy)=xy

4. Xy=X+y X+y=Xy

5. >=< =X

6. X+X=X XX =X
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